DEVELOPPEMENTS LIMITES

Nous cherchons dans ce chapitre & approximer les fonctions par des fonctions polynomiales au voisinage d’un point, géné-
ralement 0. Par exemple, nous savons que cosz o 1+ 0(1), ce qui signifie que la meilleure approximation du cosinus au
22
voisinage de 0 par une fonction polynomiale de degré 0 est 1. Mais nous avons aussi vu mieux : cosT o 1- > +o(x?) ;
2

ceci montre que la meilleure approximation du cosinus par une fonction polynomiale de degré 2 est z —— 1 — %

Dans tout ce chapitre, I,J... sont des intervalles de R.

1 DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Définition (Développement limité) Soient f : I — R une application, a € INR et n € N. On dit que f posséde un
développement limité a l'ordre n au voisinage de a s'il existe des réels ag, a1, ..., an tels que :

@) = aotai(e—a)+.. +an(z—a)" +o(z—a)").

¥ ¥ ¥ Explication Pour une fonction, posséder un développement limité & ’ordre n au voisinage de a, c’est pouvoir étre
approximée de fagon pertinente par une fonction polynomiale de degré n. Mais pourquoi écrit-on dans ce contexte les fonctions
polynomiales approximantes au moyen de monémes de la forme (z — a)’C ou k € N? Pourquoi n’est-il pas intéressant d’écrire :
f(x) S a0 taimd .+ anx™ +o(z™) 7

Parce qu’on travaille au voisinage de a, les monodmes (z — a)k pour k € N sont des quantités trés petites, de limite nulle en a (sauf
pour k = 0). Qui plus est, plus k grandit, plus (x — a)k est proche de 0 au voisinage de a. Ces remarques aident a comprendre
pourquoi le développement limité  f(x) = ao+ai(x —a)+ o(x —a) est par exemple une approximation moins précise de f
r—a
au voisinage de a que le développement limité  f(z) = ao+a1(z —a)+az(z—a)’*+o((z —a)?). Sion remplagait les (z —a)
r—a

par des z, en supposant a # 0, on perdrait cette idée que plus I'ordre du développement est grand, plus la précision obtenue est
fine.

Remarque

e On peut ramener tout développement limité au voisinage de a & un développement limité au voisinage de 0. C’est utile en
pratique, comme nous le verrons.

Précisément, siona: f(z) = ao+ai(@—a)+...+an(z—a)"+o((x—a)"), alorson a, en composant a droite par
Tr—a

la fonction x — x4+ a:  f(z+a) =, 00 ezt .+ anx™ + o(z™). L’opération inverse est tout aussi possible.

e Supposons qu’on ait un développement limité de f alordren:  f(z) = aota (z—a)+...+an (x—a)”—i—o((ac—a)”)A Alors
on dispose aussi d’un développement de f a tout ordre m < n : f(:v§ x%a ao+ai(z—a)+...+am(z—a)™+o((z—a)™).
Cette opération d’oubli des termes de degré compris entre m + 1 et n s’appelle une troncature de développement limité.
L’idée est simple : qui peut le plus (en précision) peut le moins.

e Supposons qu’on ait un développement limité de f a V'ordre n:  f(x) S ata (x—a)+...+an(z—a)"+o((x—a)").
Les premiers coefficients de ce développement sont peut-étre nuls, éventuellement tous; notons p, s’il existe, I'indice du
premier coefficient non nul. Alors :  f(z) =, ap( — a)? + app1(z —a)’ + ..+ an(z —a)" + o((z —a)"). Sinous
tronquons ce développement, nous obtenonsz donc également :  f(z) = ap(z —a)” +o((x —a)?), ce quisécrit aussi :
f(z) ol ap(x — a)?.  Conclusion : le premier monéme non nul darics_'gn développement limité est un équivalent de la

fonction considérée au point considéré. Les développements limités peuvent donc servir & calculer des équivalents, et donc
aussi des limites.

1
l—xzz=

Exemple Pour tout n € N : =, Z a® + o(z™) = 1+t 2>+ 2" +o(z").
k=0

n+1

n 1_
En effet Soit n € N. On a, pour toutxeR\{l} : g xk:%,
—x
k=0

mn+1 n z n n
= g 42" = g 2F +a2"0(1) = E 2* +o(z™) comme voulu.
1—=x = 17£E(1}*>0k0 fEHOkO

1 "L
donc : 1*37:,62,0x+



Théoréme (Unicité des coefficients d’un développement limité) Soient f : I — R une application, a € TN R et
n € N. Si ag,ai1,...,an,b0,b1,...,b, sont des réels et si :
{ f(z) x:aaoJral(:vfa)+...+an(xfa) o((z—a)")

f(:E)xfabo+b1(:v*a)+...+bn(x*a) +o@—a)") alors : Vk € [0,n], ak = bg.

Démonstration  Raisonnons par 'absurde et supposons que lassertion « Vk € [0,n], ar = b » est fausse.
Notons alors p le plus petit indice pour lequel a, # by. On a alors :

0 = (by— )@ — a)" + (bps1 — aps) (@ — )" + ...+ o((x — a)"),

r—a

donc aprés troncature : 0 = (b, —ap)(z —a)’ +o((x —a)?), ouencore: 0 ~ (b,—ap)(z—a)’. Orque
r—a r—a

signifie étre équivalent a 0 au voisinage de a? Cela signifie étre égal, rigoureusement égal & 0 au vosinage de a.

L’égalité a, = b, en découle — contradiction. |

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des définitions de la continuité et de la dérivabilité en un point.

Théoréme (Développement limité, continuité, dérivabilité) Soient f: I — R une application et a € I.

e f est continue en a si et seulement si f posséde un développement limité a 'ordre 0 au voisinage de a.
Précisément :  f(z) = f(a) 4+ o(1). Le coeflicient d’ordre 0 d’un développement limité de f en a est systématiquement

égal & f(a).

e f est dérivable en a si et seulement si f posséde un développement limité & 1'ordre 1 au voisinage de a.
Précisément :  f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + o(x —a). Le coefficient d’ordre 1 d’un développement limité de f en a est

systématiquement égal & f’(a).

X XX Attention ! Malheureusement, il est faux en général qu’on retrouve f (k)(a) au niveau du coefficient d’ordre k£ d’un
développement limité si £ > 2. L’exemple suivant vous en convaincra. On pose, pour tout x € R :

1 1

- 4 .

flx) = { g s (e ) S? T # g . Bien siir, f est de classe C™ sur R*.
siz =

1 n
e 2 2 _2.\2/n\%
<— = (= e w2 (—) z,
zm nx? 2

. 2 . _ 2
Or lim — = oo et lim ue “ = 0, donc par composition hm L—5 ¢ “n22 = (0. Le théoréme des gendarmes montre
z—0 NI Uu— 00 0onx

f(z)
xn
ordre au voisinage de 0 — dont la partie polynomiale est toujours nulle, bien que f ne soit pas identiquement nulle au

voisinage de 0!

f(z)

xn

e Soit n € N*. Pour tout z € R* :

N

finalement que lim0 =0, ie que: f(x) =, o(z™). Ceci montre que f posséde un développement limité & tout
xr— xr—

e En particulier, f(x) =, o(z). Le théoréme précédent montre donc que f est continue et méme dérivable en 0 et que
o

f(0) = f/(0) = 0. La dérivée f’' de f est donc définie sur R tout entier.

e Montrons que f’ n’est pas continue en 0 — donc encore moins dérivable en 0, ce qui montrera que f”(0) en particulier
n’est pas défini.

2 2 1
Pour tout z € R*, un calcul classique de dérivée montre que :  f'(z) = f(f) — —3 cos (e 22 ) Mais nous avons déja
T T
2 2 1
montré que lir% @ = 0. Pour montrer que f’ n’est pas continue en 0, il nous suffit donc de montrer que lir% — cos (e z? )
r— xT z—0
n’est pas égale & f'(0) = 0 via la caractérisation séquentielle de la limite.
1 s 2 3
Or posons, pour tout n € Nyn > 2, u,, = ———. On a, pour tout n € N,n > 2 — cos (e“%) =—= = (1n(2n7r)) 2
In(2nm) Up Uy,

2 1
Par conséquent lim — cos (e “%) =00 # 0 = f'(0), comme voulu.
n—oo Uy

e Concluons. La fonction f a beau admettre un développement limité a tout ordre au voisinage de 0, elle n’en est pas pour
autant infiniment dérivable en 0; elle est bien continue et dérivable en 0, mais pas méme deux fois dérivable en 0. Le
coefficient de degré 2 de son développement limité ne peut donc en aucune fagon représenter f”(0).

XXX Attention! Comme I’exemple précécent le montre, f peut trés bien admettre un développement limité a tout ordre
sans pour autant que f’ posséde ne serait-ce qu'un développement limité a I'ordre 2.



Théoréme (Développements limités et parité/imparité) Soit f: I — R une application et n € N. On suppose que

0 € I et que f posséde un développement limité & I’ordre n au voisinage de 0 :  f(x) ST Q0 + a1z + ...+ anz™ +0(z"), ou
ao,G1,...,an € R.
(i) Si f est paire, les coefficients de rang impair du développement limité ci-dessus sont nuls: a1 =az3=as=...=0.
(ii) Si f est impaire, les coefficients de rang pair du développement limité ci-dessus sont nuls: a9 =a2 =as=...=0.

Démonstration Composant & droite par x — —x le développement limité de f, nous obtenons un développe-
ment limité de z —— f(—z) a 'ordre n au voisinage de 0 :

f(=z) =, —aiz+ asz® —azz® + ...+ (=1)"anz" + o(z").
z—

e Supposons f paire. Nous avons en fait obtenu ci-dessus une nouvelle expression du développement limité
de f a lordre n au voisinage de 0. Par unicité des coefficients d’'un développement limité, on en déduit les
égalités :  ao = a0, a1 = —ai, a2 = a2, a3 = —as, ... an = (—1)"an dont le résultat est une
conséquence immédiate.

e Supposons f impaire. Nous avons en fait obtenu ci-dessus une nouvelle expression du développement limité
de —f & P'ordre n au voisinage de 0. Par unicité des coefficients d’un développement limité, on en déduit les
égalités :  —ao = ap, —a1 = —a1, —a2=a2, —a3= —a3, ... —an = (—1)"a, dont le résultat
est une conséquence immeédiate. |

2 PRIMITIVATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES
FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

2.1 PRIMITIVATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Lemme Soient f € D(I,R),acTetneN.Si: f'(z) = o((x—a)"), alors: f(z) = fla)+ o((z —a)™*).

¥ ¥ ¥ Explication Ce lemme est un premier pas vers la primitivation des développements limités.
Démonstration  Soit € > 0. Puisque f'(z) = o((z —a)"), il existe a > 0 tel que :
r—a
Veel, |z—a<a = |f'(z)|<elz—al™
Fixons z € I tel que |z — a|] < «. Puisque f est dérivable sur I, le théoréme des accroissements finis affirme

7}0(&0) — f(a). Alors :

l’existence d’un réel ¢ compris entre a et x tel que f'(c) =

(@) = f@)] = [f'(e)| x |r —al <ele—a|" x |z —a] el —al" "

L’inégalité |c — a| < |z — a| provient du fait que c est compris entre a et . Nous avons bien montré comme voulu
que :  f(z) e f(a)+o((z —a)"™). |

Théoréme (Primitivation des développements limités) Soient f € D(I,R), a € I et n € N. Si f’ posséde un dévelop-

pement limité & 'ordre n au voisinage de a :  f'(z) = Z ax(z —a)* + o((zx—a)") ol ag,ai,...,an € R, alors f posséde
k=0
, e s .. " (x — a)F*? nt1
un développement limité a 'ordre (n + 1) au voisinage de a :  f(z) = f(a)+ Z e +o((z—a)"™).
k=0

r—a

¥ ¥ ¥ Explication Bref, on peut toujours primitiver terme a terme le développement limité d’une dérivée.

X KRR Attention! Noubliez pas le terme initial f(a) dans le membre de droite ; c’est la fameuse « constante d’intégration ».



n VRl
Démonstration Notons g lapplication z — f(z)— f(a) — Z ak %

k=0

définie sur I. Alors g est dérivable

r—a

Le lemme précédent affirme aussitot que :  g(z)

sur I et sa dérivée g’ est application z — f'(x)fz ar(z—a)". Par hypothése, on adonc: ¢'(z) = o((z—a)").
k=0
= o((z—a)"""), car g(a) = 0. Cest le résultat cherché¢. W

Exemple Pour tout n € NX: In(l+z) = Zn:(—l)’““m—k+ (") = —x—2+x—3—x—4+ +(—1)”+1ﬁ+ (z™)
P our tout n : m”‘:ok,l o tole®) = - T T — +o(z").
. X PR 4 . 4 T . 1 — k n—1
En effet Soit n € N*. Nous avons déja démontré le développement limité suivant : 1 =, Z " +o(z" ).
— X z—
k=0
1 n—1
Nous avons donc aussi : = Z(fl)kxk +o(z"") par composition a droite avec la fonction z — —z.
14z z2—0 P
Primitivant alors ce développement limité, nous obtenons le résultat voulu :
= k ! = k+1 z”
_ n . n
In(1+x) = In(1+0)+ > (-1 1 ol =, > (-1 - to(a").
k=0 k=1
n L 2Rt . N I 22+l .
Exemple Pourtoutn € N: Arctan z o Z(fl) 1 +o(z*") eyt ot .+(—1)"2n — +o(z®" ).

On remarque que les coefficients de rang pair sont tous nuls; c’était prévisible, car la fonction arctangente est impaire.

. , o 1 -
En effet Soit n € N. Nous avons déja démontré le développement limité suivant : T =, E " + o(z").
— T z—
, . k=0
Nous avons donc aussi : 1+22 20 E (*1)16-’3% +o(z®™) par composition a droite avec la fonction = — —x2.
xTr“ x—

k=0
Primitivant alors ce développement limité, nous obtenons le résultat voulu :

n 2k+1 n 2k+1
Arctan x =, Arctan 0 + Z(—l)k ;k 1 + o(z”"h) =, z:(—l)lchl 2xk—+1 +o(z*").

k=0 k=1

2.2 FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

Théoréme (Formule de Taylor-Young) Soient n € N, f € C"(I,R) et a € I. Alors f posséde un développement limité a
~ /" (a)

lordre n au voisinage de a. Précisément :  f(z) = Z o (x —a)* + o((z—a)").
k=0 ’

¥ ¥ ¥ Explication Ce résultat, en particulier, est un théoréme d’existence de développements limités. Notez que, pour
le moment, nous avions seulement un critére d’existence pour les développements limités a l'ordre 0 (continuité) et a l'ordre 1
(dérivabilité).

X KX Attention! Laformule de Taylor-Young fournit les développements limités des fonctions usuelles a tout ordre, puisque
les fonctions usuelles (exp, In, sin, cos...) sont de classe C* sur leurs domaines de définition respectifs, sauf éventuellement aux
bornes (v/+, Arcsin. .. ). Cela dit, tout développement limité ne provient pas de la formule de Taylor-Young : comme nous I’avons
remarqué dans un exemple précédent, une fonction peut posséder un développement limité a tout ordre sans étre ne serait-ce
que deux fois dérivable au point considéré ; pour une telle fonction, Taylor-Young est désespérement muet.

Démonstration On raisonne par récurrence. Pour tout n € N, la proposition & démontrer au rang n est la

suivante :  Vf € C"(I,R), f(x) = z”: f(:'(a) (x —a)* + o((z—a)").
k=0 ’

e Initialisation : Nous savons déja que pour toute fonction f: I — R continue :  f(z) = f(a)+ o(1).



e Hérédité : Soit n € N. On suppose la proposition a démontrer vraie au rang n. Soit f € C"T'(I,R). Alors
f' est de classe C™ sur I, donc par hypothése :

n (k) n o op(k+1)
r@ 2, X P e o) =, g - ol - ),
Le théoréme de primitivation des développements limités montre aussitot le résultat souhaité :
_ " f(k+1)(a k+1 n+1 _ - f(k+1)(a) k+1 n+1
f(l’)z:af(a)'f'k:om(l’—a) +o((z—a) )z:“f(a)+kzz()m(x_a) +o((z—a)"™)
ntl (k) ntl e(k)
= fla) + ! k'(a) (z—a)* + o((x—a)"*!) = ! k'(a) (z —a)* + o((x —a)™™1). [ ]
k=1 ’ A :
"L gk 2 2 a2t "
Exemple Pourtoutn eN: €° =, o + o(z™) I s Tttty +o(z").

k=0

En effet Soit n € N. La fonction exponentielle est de classe C" sur R, donc elle posséde un développement limité

a l'ordre n au voisinage de 0 via la formule de Taylor-Young. Par ailleurs elle coincide avec toutes ses dérivées
—~ expM(0) 4 —~ e’ i — z"
successives. Du coup :  €* o ; —r et o(z™) o 2 ot o(z™) o 2 i o(z").

Exemple Soit a € R. Pour tout n € N :

(14+=x)* = 1+ax+a(a_1) x2+a(a—1)(a—2) 4+
=0 2 6 n!

En effet Soient a € R et n € N. La fonction z —— (1 + ) est de classe C" sur | — 1, oo[ et pour tout k € [0, n],
sa dérivée k°™° est la fonction z — a(a—1)(a—2)...(a—k+1)(1+2)>"*. La formule de Taylor donne aussitot
le résultat annoncé.

QX ™ D En pratique (Dérivation des développements limités) Soient n € N, f € C"*'(I,R) et a € I. Alors via la
formule de Taylor, f posséde un développement limité & 'ordre (n + 1), et f’ un développement limité & 1’ordre n au voisinage
de a. Précisément :

n+1 (k) a & il , n (k+1) a . .
= / k!( ) (z — a) +o((x7a) + ) et f(z) = fT() (x —a) Jro((xfa) )
k=0 k=0

f(z)

On remarque alors — essayez, ¢ca marche — que le développement limité de f’ s’obtient en dérivant terme & terme le dévelop-
pement limité de f.

X X X Attention ! Nous avons vu dans un exemple précédent, un peu tordu, qu’une fonction pouvait admettre un
développement limité a tout ordre sans étre ne serait-ce que deux fois dérivable au point considéré. Cela implique que la
dérivation des développements limités n’est pas une opération aussi naturelle que leur primitivation. Nous savons déja que
TOUT développement limité de dérivée pouvait étre primitivé; au contraire, si 'on veut dériver un développement limité sans
probléme, une condition de régularité est nécessaire — ci-dessus, étre de classe C" 1!, ce qui permet 'utilisation de la formule de
Taylor-Young.

n

1

Exemple Pour tout n € N: =2 =, kZ:O(k + D" + o(z™) =1 2z + 32 +42° + ...+ (n+ Da" + o(z").
En effet Soit n € N. La fonction z +— est de classe C"™' sur | — oo, 1] et nous connaissons son
1
développement limité a l’ordre (n + 1) au voisinage de O : T =0 T+azd+a? 2%+, +a" Lo, 1

suffit de dériver terme & terme ce développement pour obtenir le résultat annoncé.



3 DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Théoréme (Développements limités usuels)
1) Logarithme, exponentielle, puissances :
1 _ = k n _ 2 n n
lf:vz:();)x + o(z™) —01+x+x +...+z" +o(z")
n it 22 23 gt n
ln(1+:v);02_;(71) o) = w- oo - T (C)" o)
n ok 2 3 4 n
© _ z ny_ r,r T z n
e z:OkZ:()k!+o(x)z:01+x+2+6+24+ +n!+o(x)
Pour tout a € R : (12)" = 1+ax+a(a2— 1) x2+a(a - lg(a —2) e .+a(o¢ - D(a— 2)'. (a—n+1) "4 o(a™)
Tr— n!
2) Fonctions trigonométriques circulaires :
n 2k+1 3 5 2n+1
. — -1 k_L 2n+1y T x 1 n_ & 2n+1 .
snz =, kZ:O( VP arro o) S g g b O gy He@ )
n 2 2 4 2n
_ _1\k z 2n o ZE_ L _1\n x 2n
cosxx:();)( 1) k). +o(z )ac:Ol 5 Tt 4+ (-1) (2n)'+0(x )
3) Arctangente :
n 2k+1 3 5 7 2n+1
4 2n+1 X T T n L 2n+1
rCtanszOkZ,o( )2k+1+0(ac ) =, 3T T3 -+ +( )2n+1+0(m )
3) Fonctions trigonométriques hyperboliques :
n 2k+1 3 5 2n+1
4 2n+1 X 4 € 2n+1
hz = —_ = —t . — .
s xzﬂokzﬂ)(zk+1)!+o(x ) 2T e T T T ey )
n 2k 2 4 2n
x o x x x on
hz = = 14+=+=+...
c xzﬁokzzo(%)!—&-o(x )IHO + 5 +24+ +(2n)!+0($ )

Ce tableau ne contient aucun développement limité de la fonction tangente. C’est qu’en fait la formule

X X X Attention !
générale du développement limité de tan est plus compliquée que les formules précédentes. Nous verrons cependant comment
nous pouvons obtenir des développements limités de tan pour de petits ordres.

Démonstration Il nous reste & démontrer les formules pour sin, cos, sh et ch.
km
T + — | pour tout

e Pour sin et cos, il suffit de remarquer que sin'® (z) = sin <:E + 771-) et cos'® () = cos < 2
sin®(0) =0 { cos®®(0) = (—1)*

k € N et pour tout x € R. Aussitot : Vk € N, { sin@ 1) (0) = (—1) cosF 1 (0) = 0

Associées a la formule de Taylor-Young, ces formules nous donnent notre résultat.

e Pour sh et ch, il faut revenir a la définition de ces fonctions. Pour tout n € N :

e _ et 1 2n+1 e 1 2n+1 kxk _— no g2kt —
th:Txioik_ E*EZ(*UE+O(I )xfO;erO(x )-

Explication : les termes de rang pair des deux sommes se simplifient deux & deux, et les termes de rang
impair sont comptés deux fois, mais aussitot divisés par 2. Démonstration analogue pour la fonction ch. B



4 OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Par commodité, les résultats de ce paragraphe, trés importants en pratique, sont énoncés au voisinage de 0. On suppose donc

ici que 0 € 1.

Théoréme (Somme, multiplication par un scalaire et produit) Soient n € Net f : I — Ret g : I — R deux
applications. On suppose que f et g possédent un développement limité & I'ordre n au voisinage de 0 :

f(z) A(x) +o(z™) et g(z) = B(z) + o(z"), ou A, B € R, [X].

z—0 T—

(i) Somme : (f + g) posséde un développement limité a ordre n au voisinage de 0 :
(F+9)(@) = (A+B)(@)+o(a").

(i) Multiplication par un scalaire : Pour tout A € R, Af posséde un développement limité & l'ordre n au voisinage

de 0 :
AM(z) = AA(z) +o(z™).

xz—0

(iii) Produit : fg posséde un développement limité a 'ordre n au voisinage de 0 :
fe(z) = C(x)+o(a"),

ou C est le polyndéme AB tronqué a l'ordre n, i.e. auquel on a soustrait tous les monémes de degré strictement supérieur a n.

¥ ¥ ¥ Explication Dans l'assertion (iii), comment détermine-t-on le polynéme C & partir des polynémes A et B, n étant
fixé ? Voyons cela sur un exemple. Pour A = X2+ 1, B=2X+3etn=1,0ona AB = 2X3% +3X%2 +2X +3.
c

X XK Attention! Le produit de deux développements limités & I'ordre n n’est pas un développement limité & I'ordre 2n,
mais un développement limité a 'ordre n. Remarque importante !

Démonstration
(i) et (ii) Nous connaissons déja ces deux propriétés.

(iii) Par définition de C, X! divise AB — C’; il existe donc un polynéme D tel que AB = C + X" ! D.

fo(z) = (A(z)+o(z"))(B(z)+o(x")) = A(z)B(x)+A(z)o(z")+B(x)o(z")+o(z")o(a") = AB(x)+o(z").

z—0 z—0

On a pu simplifier ici car A(z) = O(1) et B(z) =, O(1). Poursuivons :

z—0 z—

fg(x) = C(z)+z""'D(x)+o(a™) = C(z)+z""'001)+o(z") = C(z)+ o(z"). Et voila. W

r—0 z—0
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Exemple e“cosx +2sinx =, 1+ 32— % + o(z?).

o
En effet On ne vous demande pas de jusitifer vos troncatures avec force de détails ; vous devez savoir calculer
vite les développements limités.

$2 $3 3 372 3 373 3
e“cosr+2sine = ([1+z+ =+ —=+o0(z") | [1—=+0(="))+2|z— =+ o(z”)
z—0 2 6 2 6

= (1 +z— ‘%3 + o(x?’)) + (2:c - %3 + 0(-’63))

2:83 3
01+3x7?+o(x ).

xr—

2 ¥ D En pratique (Puissances entiéres) L’assertion (iii) du précédent théoréme, généralisée a plus de deux termes,
permet le calcul du développement limité des puissances entiéres d’une fonction. Si f(x) =, A(z) 4 o(z™), et si, pour p € N fixé,

B est le polyndome AP auquel on a soustrait tous les mondmes de degré inférieur ou égal a n, alors :  f(z)? =, B(z)+ o(z™).




In(1+x)\° 3z Tx? )
E 1 —_— = 1-——+— .
xemple ( - ) o >ttt o(z”)

In(1+ x) z 2’
. o 3 ) _q1_Z 2 .
Eneffet Ona: In(l+z) 0% + 3 + o(z”), donc: . o 1 5 + 3 + o(z*). Alors :
In(1+z)\° _ r  xz? 2\’ zr  ax? 2
( - )x:O 172+3+0(x) 172+3+0(x)
2 2 2
. T 2 r x 2 o 3x Tx 2
= (1 + B +o(x )) <1 5 + 3 +o(x )) o - + e + o(z%)

Théoréme (Composition) Soient n € Net f:I — Jet g: JJ — R deux applications. On suppose que f et g possédent
un développement limité & 'ordre n au voisinage de 0 :

f(z) A(x)+o(z") et g(z) = B(z)+o(z™), ou A, B € R, [X].

z—0 xz—0

On suppose en outre que A(0) = 0, i.e. que le coefficient constant de A est nul. Alors g o f posséde un développement limité a
I'ordre n au voisinage de 0 :

go f(z) = C(@)+o(a"),

ou C' est le polynéme B o A auquel on a soustrait tous les monémes de degré strictement supérieur a n.

8 ¥ ¥ Explication Dans l'assertion (iii), comment détermine-t-on le polynéme C' & partir des polyndomes A et B, n étant
fixé ? Voyons cela sur un exemple. Pour A= X2 B=4X?4+ X +1letn=2 onaBoA=4X*+X?4+1.
——

C

*¥ KK Attention !

e L’hypothése « A(0) = 0 », qui signifie que li(r)n f =0, est fondamentale. Sans elle la composition de deux développements
limités au voisinage de 0 n’a aucun sens.

e Pour obtenir un développement limité de go f en a a 'ordre n, on doit absolument développer f et g a 'ordre n.

n
Démonstration  Notons bg, b1,...,b, les coefficients de B, de sorte que B = Z bk X". Par définition de C,

k=0
X"t divise Bo A — C; il existe donc un polynéme D tel que Bo A= C + X" D.

Remarquons par ailleurs que, puisque A(0) = 0, alors f(z) = Az + o(z) pour un certain A € R. En particulier
f(z) =, O(z), et donc f(x)" = O(z™) par produit.
Finalement :

go f(z) = B(f(x)) +o(f(»)") = B(f(x))+o(z") car f(x)" = O(a")

x:0 x—0

n

k=0
= C(x) 4+ z" ' D(z) + o(z") = C(z)+2"'0(1) + o(z™) = C(z) + o(z™) ]
22
Exemple Incosz =" 9 + o(z?).
z? 28 z?
En effet Ona: In(l1+x) =r 5 + 3 +o(z®) d’une part, et : cosxz — 1 =" 3 +o(z®) d’autre
2 1 2\?2 1 2\ 3 2
part. Du coup : Incosz o <f%) -3 <f%> + 3 (7%) + o(z?) =, ,% + o(z).

DXV QN En pratique (Inverse) La composition des développements limités permet d’inverser les développements limités,

1 n
au moyen de la formule : 1 =, Zxk + o(z™) valable pour tout n € N. Des exemples valent ici mieux qu’un long
— T z—
k=0
discours, en voici deux.
1 z? 5zt 4 z3 4
Exemple cosxz:01+7+ﬂ+0(x ) et tanxz:0x+?+o(a¢ ).




2 4
1
En effet Ona: cosz = 1—x—+x—+o(ac4) et = 1+a+z?+2% +2* 4+ o(z*). Donc:
z—0 2 24 1—2x =z—0
1 1 22t 22\’ 22 *\? 22 zh\* 4
= = 14 (=L Lz Lz L _Z
cosz =0 (0 x4+(4 20 +(2 24)+<2 24) +<2 24)+<2 24) +olz)
7 21 o)
2 4 4 2 4
x x T 4 T bx 4
=1 - - = = = 14+ =+ = .
a0 +(2 24>+<4)+o(x)h0 Tt o)

Nous pouvons du coup en déduire un développement limité de la fonction tangente au voisinage de O :

. 3 2 4 3
__sinz oz 4 z 5z 4 — z 4
tanz = = (ac — +o(z )) <1+ 3 + 21 + o(x )> ot 3+o(x ).

_ 4,z 2
Exemple ex—lx:»ol 2+12+0(x ).
En effet
z _ z . 1 _ 1
e —1 1:0 x2 xs z_O €T xQ z—0 x xQ
r . T 3 122 2 T 2
x+2+6+0(m) +2+6+0(x) (2 6+o(ac)>
2 2\ 2 2
x x x x 2 z xz 2
-1 _r _Z _ = 1 - = — .
20 +(2 6)+(2 6) tol@) Z1-5 g o)

Vous noterez bien que nous avons dii développer ’exponentielle & 'ordre 3 pour obtenir un développement limité
a lordre 2 au voisinage de 0. Comprenez-vous pourquoi ?

T
de r —
e _

Achevons ce paragraphe avec quelques remarques pratiques. Comprenez-les impérativement. Sans elles vous étes perdus.

2 QXY X En pratique

sin(z?)

e Soit a calculer un développement limité de x —— a Pordre 5 au voisinage de 0. Pour obtenir un tel résultat, a

quel ordre convient-il de développer sin au voisinage daé 0?7 Deux risques se présentent : si notre développement du sinus
est trop précis, nous allons effectuer de longs calculs inutilement ; si au contraire notre développement du sinus n’est pas
assez précis, nous n’obtiendrons jamais le résultat escompté. Pour ces deux raisons, il est important de pouvoir prévoir a
I’avance quelles précisions doivent étre utilisées dans les calculs.

sin(xz?)

Calculer un développement limité de x —— a l'ordre 5 au voisinage de 0 revient & calculer un développement limité

x
de 2 — sin(2?) a l'ordre 6 au voisinage de 0. Pour effectuer un tel calcul, on partira d’un développement limité du sinus
a lordre 3 au voisinage de 0. Dans ’ordre, on aura donc :

3
. _ oz 3
sine = & -~ + o(z”),
6

. . 2 2 T 6 . N . . 2
puis sm(x ) = r — ? + O(l’ ) par COHIpOSlthIl a droite avec la fonction z —— x s
r—0

5

z— T 4 o(z").

sin(z?)
X z:O 6

et enfin

e Soit a calculer un développement limité de & — sin®z & 1’ordre 7 au voisinage de 0. Premiére idée : on développe sin &
l’ordre 7 au voisinage de 0, puis on calcule la puissance 7°™¢ de ce développement. Malheureusement cette idée conduit a
des calculs tout a fait inhumains. Nous allons donc tacher de raffiner notre méthode.

Remarquons qu'on a : sinz ~ x, etdonc: sin®z ~ % Le premier terme non nul du développement limité de

z—0 T—

x — sin® z au voisinage de 0 est donc z°. Calculer un développement limité de & — sin® z & l’ordre 7 au voisinage de 0

sin® z sinz\®
revient donc a calculer un développement limité de x — T = <—) a l'ordre 2 au voisinage de 0. Dans l'ordre,
T T
on rédigera ainsi sa réponse :
3 . 2
. T 3 sin T 2
sinz = x— — +o0(z”), donc = 1——+4o(z"),
z—0 6 T x—0 6
. . 5
. sin®z sin x 1 52 +of 2)
uis = = 1——+o(z
P a° T x—0 6 '
5 5 ’ 7
et enfin  sin’z =% " +o(z"). Méthode rapide!
-



5 EXEMPLES ET APPLICATIONS

5.1

Exemple lnz = ln 2+ - +

DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE D’UN POINT AUTRE QUE 0

r—2 (z-2)7  (z-2)°

En effet On raméne le probléme en 0. Chercher un développement limité de x —— Inz & 'ordre 3 au voisinage

de 2 revient a chercher un développement limité de h — In(2 + h) a lordre 3 au voisinage de 0. Or :

h h K% RS 3
ln(2+h)fln2+1n<1+§) h:»ol 2+§,§+ﬂ+ o(h?).

On revient a la fonction  — Inz en effectuant le changement de variable z = 2 + h.

memple o = 55 (-3 a3 g8 e

En effet On raméne le probléme en 0. Chercher un développement limité de x —— cosx & 'ordre 3 au voisinage

de g revient & chercher un développement limité de h — cos (% + h) a Pordre 3 au voisinage de 0. Or :

cos (3 +1) :%(coshfsinh) = \1[ [(u%ﬂ (h3)) (hf%3+o(h3))] hﬁo%*%}}?*%“’

On revient a la fonction & — cosz en effectuant le changement de variable z = % + h.

5.2 CALCULS DE LIMITES ET RECHERCHE D’EQUIVALENTS

Exemple h

m \/1+x7\/17:v7x_1

x3 8’

En effet Nous allons utiliser des développements limités, mais & quel ordre faut-il pousser ces développements ?
Puisqu’on cherche une , c’est la précision | o(1) | qui est requise, au pire : nous devons donc chercher un

Vitz—-vIi—z-—
développement limité de z — o S

23
limité de  —— /T + x et x — /T — x a 'ordre 3 au voisinage de 0 (& cause de la division par z*).

1+£,"”_2+f”_3+0(x3) - 17§7"E—27"E—3+o(x3) -z
Vitr—vl—-xz—x 2 8 16 2 8 16 _ 1+0(1)

3 z—0 x3 z—0 8

1'4

Exemple In(1+2%) —sin®z ~ ——.

x—0 6

En effet Nous cherchons un équivalent de z — In(1 + 2?) — sin® 2 au voisinage de 0. Nous savons que, dans
un développement limité, le premier terme non nul est un équivalent de la fonction considérée. Nous sommes donc
a la recherche du premier terme non nul du développement limité de z +—— In(1 + z?) — sin® z au voisinage de
0. Mais & quel ordre devons-nous pousser nos développements? Nous n’avons malheureusement ici aucune fagon
de le savoir, sauf & faire le calcul explicitement. Dans ce genre de situation, nous sommes obligés de taténner en

commencgant par 'ordre 0, puis 'ordre 1... jusqu’a obtenir le résultat souhaité.
Laissons ici de coté les échecs, ne donnons que le calcul qui marche — lui seul doit apparaitre sur une copie.

In(1+ 2°) —sin’z = <x2 - %4 + 0(m4)) - (x - %3 + o(ac3)>2 = <x2 - %4 + 0(304)) - <x2 - x—; + 0(x4)>

—0

x
= —— +o(z*). Le résultat s’en déduit aussitot.

10

a l'ordre 0 au voisinage de 0, a partir d’un développement

%).



5.3 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

QX D D En pratique  Les développements limités s’avérent utiles quand on cherche le comportement asymptotique —
i.e. le comportement « limite » — d’une fonction au voisinage d’un point ; par exemple, pour I’étude des courbes paramétrées :
détermination de 1’équation d’une tangente, position relative d’une courbe par rapport & une autre. ..

2

1

; 1
Exemple Soit f 'application = —— e — 2z1n <1 + E) définie sur RY. Alors :  f(x) = z—2+ % +o0 (;)

T — 00

x4+ 1

Comme en particulier lim (f(x) —x+ 2) = 0, f posséde une asymptote au voisinage de co, d’équation y = x — 2. Mais on a
r—0o0

plus précisément :  f(xz) —x + 2 ~o 2 donc la fonction z — f(x) — x + 2 est strictement positive au voisinage de oo ; en
r— T

d’autres termes, le graphe de f est au-dessus de son asymptote au voisinage de co.

En effet Pour obtenir le développement asymptotique de f ci-dessus au voisinage de oo, commengons par
nous ramener au voisinage de 0; nous pourrons ainsi peut-étre utiliser nos développements limités usuels. Cette

. - . 1 .
opération est effectuée ici au moyen d’un changement de variable h = —. Le résultat voulu peut étre réécrit de
x

la f ivante :  f 1 —1—2+@+(h) : hf 1 —1—2h+ﬁ+(h2) N
a fagon suivante : et 5 To(h), ou encore : 7 5 0 . ous
sommes donc & la recherche du développement limité de la fonction h —— hf (E a lordre 2 au voisinage de 0.
1\ 2
1 (E) sin h 2 1 sin h 2 2 h+o(h2) h2 2
hf(ﬁ)_h l—He —Eln(l—i—h) 0T € —21n(1+h)h:0(1—h+h +o(h*))e -2 h—;—f—o(h)
h

2 2

=, (1 —h+h*+0(h?)) <1 +h+ % + o(hQ)) —2h+h*+o(h®) = 1—-2h+ 3 + o(h?) comme voulu.

- h—0 2

D D QD En pratique Les développements limités servent souvent pour I'étude des suites. Par exemple, soit u, le terme

2 3

général d’une suite de limite nulle. Nous savons par exemple que : e =, 1+x+ - + 3 +o(z®). On a alors aussi le
2 3

développement :  e“» = 1+ u,+ 7" + % +o(u3). Ce principe se généralise bien entendu.

Exemple Pour tout n € N, Péquation z* + 2% =n d’inconnue z € R} posséde une unique solution notée .

1 3 1
Ona: xnn—:»oo%71+m+o<4_\/ﬁ>

En effet

e La fonction & — x* + 22 est strictement croissante sur R, comme somme de fonctions strictement crois-
santes. Elle par ailleurs continue sur R.. Elle réalise donc une bijection de R4+ sur son image qui se trouve
étre aussi R;. Or Ry contient N, donc pour tout n € N, il existe un unique =, € Ry tel que z + 23 = n.
Nous noterons dans ce qui suit & cette relation.

e Soit n € N. Peut-on avoir z, < 1? Si c’est le cas, alors n = 2 + 23 <1+ 1 =2, doncn = 1.

n n
4 . . 4 .
Du coup, pour n > 2, z, > 1, et donc z2 > 23. Via &, on en déduit que =i > 5 puis que zn, > ¢ 3 En
particulier : lim z, = oo.
n—oo
. J 4 4 .
e Maintenant qu’on connait lim z,, on peut affirmer que x5 = o(z}), de sorte que : x5 ~ n  via &,
n—oo n— oo n—oo

et donc: =z, ~ n.

n— oo

e Reprenons ensuite &, mais mettons z en facteur et composons avec la fonction /. Cela nous donne, pour
1

-1
tout n € N* : xn:{*/ﬁ<1+i) &. Du coup :
x

n

Tn— /N = Vn

1
1\ % —1 1 !
<1 + x_) _ 1:| ~ Ynx— ~ == Conclusion : z, = ¥n-— 1 +o(1).

11



e Nous souhaitons pousser un cran plus loin ce développement asymptotique. Les équivalents usuels suffisaient
jusqu’ici, mais nous ne pouvons aller plus loin avec eux. Les développements limités vont donc prendre le
relais. Nous allons bien sir partir de la formule # et du développement limité usuel :

-1 5¢°  152° .
(1+=x) % ol % + 3—‘2 — 12278 +o(2?) ... mais & quel ordre s’arréter 7
. R 1 . . 1
Puisque nous aurons a poser « £ = — », commengons par chercher un développement asymptotique de —.
Tn Tn

1 1

. . 1 1

1 1 1
— X = — 1+—+0 y—
T oy VR L (L "ﬁw‘%[ 4 (%)}
1 1w o\ TR

1 1 1
= —+—+o(—).
n—oo Y/n Ay/n (x/ﬁ )
Aurions-nous pu ici utiliser le développement limité plus précis : T—7 o 14+t +t*+o(t?), voire
un développement limité plus précis encore? A vrai dire, cela n’aurait rien donné de mieux. En effet, avec
1

1

les termes en ¢2.

«t=

1 1 . . .
40| —= | », nous voyons apparaitre un o | — | dans le terme 1+ ¢, qui mange inévitablement
Yn Yn

e Finissons-en.

L 4
e () 4 G e o) - ()
e e () 5 (o) ()
=g s ()]s e ()

a lordre 3, voire plus?

Aurions-nous fait mieux si nous avions poussé le développement limité de 1

N i-d ’ « 1+ ! + ! », le t 1 x+5x2'td't
on, car nous voyons Cl-dessus qu avec r = —— ——— o| —— € terme - — —— Introdult un
4 4 Vn T 4yn ) 17732

1 . .
o <—) qui ne ferait qu’une bouchée des termes en 3.

vn
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